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Linee aeree parallele

1.1 Coefficiente di autoinduzione di una linea bifilare
Sia data la linea riportata in fig. 1

N

J
1)

D+R

Fig. 1 — Linea bifilare a conduttori paralleli

essa ¢ costituita da due conduttori aerei paralleli lunghi [, di sezione S e percorsi dalla medesima corrente /; il conduttore
1 sia ’andata ed il 2 il ritorno.
L’induttanza della linea bifilare, per definizione, ¢ data da:

L:ﬁzw
I I

dove @y, e ®y, sono rispettivamente i flussi totalmente concatenati con la linea e generati dalla corrente circolante nel
conduttore 1 e da quella circolante nel conduttore 2. Per evidenti ragioni di simmetria, possiamo calcolare solo il
contributo dato dalla corrente di un solo conduttore e, quindi, moltiplicarlo per due. Analizziamo allora solo il contributo
dovuto alla corrente nel conduttore 1 e, in tale ipotesi, avremo:

oy 205,
L=—=
I I

dove ®y, sara la somma di tre termini che analizzeremo separatamente:
Py = O] + D5 + D3

Esaminiamo il flusso ®] che é parzialmente concatenato sia con la corrente, sia con la linea bifilare.

R
Fig. 2 — Calcolo del flusso @1
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Il campo magnetico calcolato in un punto sulla circonferenza di raggio x e superficieS' & dato da:

— I,

T 2mx

N

dove I' ¢ la parziale corrente concatenata con la circonferenza, & quindi solo questa corrente che da contributo al campo.
Per calcolare questa corrente parziale, conviene ipotizzare che 1’intera corrente I sia uniformemente distribuita nella
sezione del conduttore e, quindi, lavorare a densita di corrente costante, per cui si ha:

I _I
s s
da cui:
p _IS’ B Inxz _Ix2
~ S mR? " R?
quindi:

I Ixz_lx

=27Tx=ﬁﬁ_ﬂﬁ

di conseguenza il flusso elementare che attraversa la sezione ldx, & dato da:

x
ldx

dq)i =BS' = MHS’ = #Zﬁ

d®; & totalmente concatenato con la corrente I’ e parzialmente concatenato con la corrente I, quindi, esso equivale, a
parita di energia immagazzinata, ad un flusso piu piccolo pero totalmente concatenato con la corrente /, cioe:

doil' =d®il  paritadienergia

da cui:
* /I, ! ' lxz
dcblzchlT:dq)l?:dcblﬁ
ciog
. I x x? I,
dq)l =#Eﬁldxﬁ=ﬂﬂﬁx dx
per cui
R I | (R I 1 ull
Pl =| dP] =pu—— 3dx =u——R*"=—
! fo ! #27TR4_Lx X =l g R 8m
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Esaminiamo ora il flusso ®; che ¢é totalmente concatenato sia con la corrente, sia con la linea bifilare.

D
J

Fig. 3 — Calcolo del flusso @

Il campo magnetico calcolato in un punto sulla circonferenza di raggio x esterna al conduttore 1 ¢ dato da:

di conseguenza il flusso elementare che attraversa la sezione ldx, & dato da:

I
dq)z = M%ldx

DR dx Il D-R

o5 = [ Taos =l [0
2 ). z—Man x Mo "R

per cui:

Calcoliamo, infine, il flusso ®3 che é totalmente concatenato con la linea bifilare e parzialmente con la corrente.

(N

D-R

Fig. 4 — Calcolo del flusso ®;

Il campo magnetico calcolato in un punto sulla circonferenza di raggio x esterna al conduttore 1 e secante il conduttore
2, & dato da:
I
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di conseguenza il flusso elementare che attraversa la sezione ldx, & dato da:
dd? —I ld
= X
3= H 21X

11 flusso elementare d®3, generato da I & concatenato con la corrente (I — "), equivale quindi ad un flusso pitt piccolo
d®; totalmente concatenato con la corrente I, allora:

doL(I —1') = dd3l

e poiché I — I' = I', ricordiamo che all’esterno della linea si ha Ig¢erng = I — I = 0, otteniamo:

ddsl = ddsl
essendo poi ' =I5 [ siha:
do; =dd;—=dd;— = ! ld s
T T T T s
e quindi:
I (P*RS"dx

D+R
®: =f oy =u—1| ==
’ D-r ’ 2m Jp_p S x

In conclusione I’induttanza L della linea bifilare & data da:

L—¢Z—2¢21—2(¢*+¢*+¢*)—2 pt 1L, D-R_ 1, D¥RS" dx
T T T T I T gy T TR TRt L S R
| wl D—R ul (P*RS dx I 1 D-R DHRS" dx
(ML DR TS ) ML DRy [T
it m R TJlp_g S x 2m "2 p-r S X

Riprendiamo le espressioni dei singoli flussi elementari d®j, d®3, e d®3 e tracciamone I’andamento partendo
dall’origine del conduttore 1 fino alla superficie esterna del conduttore 2.

Ricordando le espressioni:

. wt
do] 2nR4x
wil1
dd; = —=
27 2mx
ulls' 1
dods = —_——
T 2mS«x

si nota che possiamo tracciare tre rami distinti della curva, e precisamente:

> ramo AB tra I’origine del conduttore 1 e la propria superficie esterna (d®3);
> ramo BC tra I’esterno del conduttore 1 e la superficie esterna del conduttore 2 (d®3);
> ramo CH tra le superfici esterne del conduttore 2 (d®3).

e ———————
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si ottiene cosi la curva di fig.5

F H
A R D-R D D+R

Fig. 5 — Andamento dei flussi

Si dimostra poi, con buona approssimazione, che I’area del triangolo mistilineo FEH & uguale all’area del triangolo
mistilineo CGE ottenuto prolungando fino a G la curva BC, per cui si deduce la seguente uguaglianza:

D-r D+R D
f dcb;+f dd; =f dd;
R D-R R

per cui I’induttanza della linea bifilare puo essere espressa nella forma piu utilizzata e piu semplice:

ul 1

L= + 212
=G T2y
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1.2 Coefficiente di mutua induzione fra due linee bifilari
Sia dato il sistema, di fig. 6, costituito da due linee bifilari aeree parallele lunghe [, di sezione S e percorse dalla medesima
corrente [

b) \H2

Fig. 6 — Linee aeree parallele

Il coefficiente M ¢, per definizione, uguale al rapporto fra il flusso ®;,_3, che si concatena totalmente con la linea
costituita dai conduttori 3 e 4, e la corrente I che lo genera percorrendo, in senso opposto, i conduttori 1 e 2 dell’altra
linea:

Pip-34
I

My 34 =

Nel caso nostro di due linee complanari, il flusso ®;,_3, ¢ dato dalla differenza tra il flusso generato dal conduttore 2 che
si concatena con la linea 3-4, ®,_3,, ed il flusso generato dal conduttore 1 che si concatena anch’esso con la linea 3-4,
@, _3,. Si esegue la differenza perché il senso del flusso ®,_3, & antiorario, essendo la corrente uscente dal conduttore 2,
mentre il senso del flusso ®;_3, ¢ orario, essendo la corrente entrante nel conduttore 1. Quindi:

Dy 34 =Py 34 — Py_zy

Si ¢ assunto positivo il flusso ®,_;, perché stiamo esaminando la maglia 3-4 e quindi le grandezze positive sono quelle
concordi con le grandezze del conduttore 3; il 3 infatti genererebbe un flusso in senso antiorario e quindi, essendo il flusso
del 2 concorde a quello del 3, il flusso del 2 ¢ positivo e quello del conduttore 1 ¢ negativo.

Iniziamo con il calcolare il flusso ®,_;, ricordando quanto detto per 1’auto induzione.

Anche in questo caso le linee di campo si dividono in linee parzialmente concatenate (a e c) e linee totalmente
concatenate (b) con la spira costituita dai conduttori 3 e 4. Di conseguenza si ha:

—_—ax =
Dyy-R 27X S

= —INnN—

= Ly
2mx 5 ¥ X+ 2mx 27 "Dy,

Dy3+R an

Daz*+R yi| S Daa=R yjp DastR i1 S Dza ylJ 17 D)
O, 4 :f u 23 f Iz f ULL Sy J’ #_d u 24

D23-R D3

Cioe, ai fini della valutazione del flusso ®,_3, si possono considerare solo le linee di forza del campo che si chiudono
attraverso la superficie delimitata dagli assi dei conduttori 3 e4.
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Analogamente avremo:

= —IN—

LEC) | 7))
Oy, = J’ i d u 14
2mx 2m D3

Dy3
e quindi:

M _ Py3—Dy3y ul Dy, Dy,
12-3¢ = — [ 5o

Questa formula, sebbene ricavata per due linee complanari, vale in generale purché le linee siano parallele.

E bene ribadire che si ¢ assunto @,_5, > 0e ®;_3, < 0,dacui ®15_34 = P,_34 — P;_3,4, poiché ci interessava la maglia

3-4 e non la maglia 4-3, per cui essendo ®,_3, concorde con il flusso generato dalla corrente in 3, si ha ®,_5, > 0.

Si vedra in seguito che ¢ preferibile non lavorare con questo coefficiente di mutua di maglia su maglia, ma si preferira
lavorare con coefficienti di mutua del singolo conduttore con la maglia in esame, questi coefficienti sono facilmente

ricavabili anche dalla seguente formula:

Dy_34 _ Dy_34 _ pul  Dyy  ul Dy

My 34 = I I ElHD_za _EIHD_B =My 34— My_34
e quindi:
ul Dy,
M1_34 —_ 2_lnD_13
pl . Dy
M2_34 —_ 2 lnD_23
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Facciamo due casi esplicativi:

d2—34
A)
P1-34 ©3 P4

$2-34 ¢3

) &

Esaminiamo la maglia 3-4, di conseguenza il flusso di auto positivo per noi ¢ il flusso generato dalla corrente nel
conduttore 3, quindi:

d1-34 OF]

Fig. 7 — Calcolo dei coefficienti di mutua induzione

» Caso A) d,_s3, <0, discorde al @5, e ,_5, > 0 concorde al ®5; di conseguenza sara

» Caso B) ®,_3, > 0, concorde al ¥, e ;_3, < 0 discorde al ®5; di conseguenza sara

E importante notare che nel caso particolare di conduttori posti ai vertici di un triangolo rettangolo come in fig. 8, si ha:

D

Fig. 8 — Linea aerea con conduttori disposti ai vertici di un triangolo equilatero
Li; =Ly;=1L —L—#l1+21D
12 = Loz = L3 = _27'[(2 nR)

pl. Dz pl D
My g3 = —In-2=ln= =0
=23 = o T2 D

ed anche:

My _y3=My_13=M3_1,=M=0
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Per cui questa ¢ I’unica configurazione per la quale si pud parlare e, quindi, schematizzare I’'impedenza di linea:

Ziinea = Riinea + JWLjineq
dove, essendo i conduttori lunghi [ e di sezione costante S, si ha:

l

Riinea = p§

ul 1 D
Liinea = E (E +21In E)
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Esempio 1

Una terna di generatori (El, EZ, E3) alimenta, tramite una linea aerea costituita da tre conduttori in rame, di lunghezza l e
raggio r, disposti come in figura 9, un carico costituito da una terna di impedenze (Z;, Z,, Z3).

Determinare i vettori rotanti rappresentativi delle correnti che fluiscono nella linea.

] | l |
E; | ; 7
i1 /1
Q' :1————|D—————c 1
S — 3
E2 5 |2 /2 /@

Fig. 9 — Esempio 1

Fissato arbitrariamente il verso delle correnti (I;,1,,15), per calcolarle dobbiamo utilizzare le leggi di Kirchhoff,
scegliamo quindi il nodo A e le maglie 1-2 e 2-3.

Nodo A) L+ L+ =0
Maglia 1-2, scelto il verso di percorrenza orario da 1 a 2, si ottiene

ey —extery +eyz-12 +ep — e = Ryly + Ryly — Riply — Ryl
dove:

e, espressione istantanea della f.e.m. 1;

e, espressione istantanea della f.e.m. 2;

er12 espressione istantanea della f.e.m. di autoinduzione generata dall’induttanza della linea 1-2;

eu3_12 espressione istantanea della f.e.m. di muta induzione generata dalla mutua del conduttore 3 sulla maglia 1-2;
e, espressione istantanea della f.e.m. di autoinduzione ai morsetti dell’induttore del carico 1;

e, espressione istantanea della f.e.m. di autoinduzione ai morsetti dell’induttore del carico 2;

Ry, i, espressione istantanea della c.d.t. ai morsetti della resistenza del conduttore 1;

R, i, espressione istantanea della c.d.t. ai morsetti della resistenza del carico 1;

R;,i, espressione istantanea della c.d.t. ai morsetti della resistenza del conduttore 2;

R,i, espressione istantanea della c.d.t. ai morsetti della resistenza del carico 2;

con

l
Ry =Rp = F
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Poiché siamo in regime permanente sinusoidale, possiamo esprimere le suindicate grandezze in termini vettoriali e quindi:
Ey — E;+Epap + Eyz—12 + Epg — Ejp = Ruly + Rily — Rppl — Ry

Per il calcolo di E;;, e di Ej3_,, dobbiamo fare riferimento ai sensi dei flussi generati dai conduttori e quindi, con
riferimento alla fig. 10,

Fig. 10 — Verso dei flussi di auto e mutua induzione, maglia 1-2

Per quanto concerne Ej;,, sappiamo che il contributo al flusso di autoinduzione della maglia 1-2 & dato sia dalla corrente
che fluisce nel conduttore 1, sia da quella che fluisce nel conduttore 2 ed ipotizzando, con errore trascurabile, che entrambe
le correnti contribuiscano in parti uguali, possiamo scrivere:

: . o fLliz . Lyyp ul 1 Dy
Buuz = ~jobs, = ~jo (Fh=3h) con L = ZG+2m=

. . L : L . L. N . ..
dove si nota che &5, , = (% I — %12) e questo perché il flusso generato dalla corrente 1 ¢ per noi positivo avendo

fissato il senso di percorrenza della maglia da 1 verso 2; quindi come ¢ possibile anche vedere dall’equazione alla maglia,
tutte le grandezze riferite al conduttore 1 sono positive mentre quelle riferite al conduttore 2 sono negative.

Analogamente, per quanto concerne i segni, abbiamo:

: L , ; pl | Di3
Eys—12 = —joPy, , = —jwMz_y,l5 con M3 4, = _ann_D
23

ed M;_,, < 0 poiché il flusso generato dalla corrente I5, flusso di mutua, & discorde dal flusso di auto generato dalla
corrente I .

In definitiva I’equazione alla maglia 1-2 diviene:

. . . L12 . L12 . . . . . . . . . . .
E,—E,—jw (711 - le) + jwMs_1503 — jwlil +jwlyl; = Ryl + Ry — Rppl; — Ry 1,
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Con i medesimi ragionamenti e con riferimento alla fig. 11, per la maglia 2-3 scelto il verso di percorrenza orario da 2 a
3 avremo:

@

A

Fig. 11 — Verso dei flussi di auto e mutua induzione, maglia 2-3

e, —esteps +eyro3 t ey — ez = Rpply + Ryly — Riziz — R3is

. . . L23 . L23 . . . . . . . . . . .
E, —Es—jw (le - 713) —JjoMy_31; — jwlyI, + jwlsls = Ry + Ryl — Rizls — Rsl;
con:
pl 1 Dy3
Lz =—(=4+2In—
23 27_[(2"' n r )
pl . D3
M, 52 =—In—>0
1-23 = 5 nDlZ

In definitiva, il nostro sistema sara:

i1+iz+i3=0

o o . L12 . L12 . . . . . . . . . . .
Ei—-E —-jw (711 _712) +joM;s_1505 — jowlily + jwlyl, = Rily + Ryl — Rl — Ryl
. . . L23 . L23 . . . . . . . . . . .
E, —Es—jw le - 713 —JjoMy_y3ly — jwlyI, + jwlsl; = Ryl + Ryly — Rizls — Rsly

e risolvendolo otteniamo I, I, ed I5.
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Esempio 2

Nel medesimo sistema dell’esempio 1, calcolare la tensione indicata dal voltmetro inserito come in figura 12.

3
D13 /
> //Dzz
/I_;f . , £3 %@
(o — el — ] #B g

i3
Fig. 12 — Esempio 2
1l voltmetro indica il valore efficace della tensione V;/,, quindi percorriamo il sistema partendo dal nodo 1’ ed arrivando
al nodo 2 attraverso Z; e Z,.
L’equazione alla maglia 1°-2 ¢:

Vip + Ey_y + Epy — Epy = Ry =Ry [, =R, Iy

con

. d .
Ey_,= _E(q)m’—z)

A noi interessa ora il flusso totalmente concatenato @y,/_, con il triangolo di vertici 1’, 2° e 2 e, con buona
approssimazione, possiamo affermare che questo flusso & pari a meta dell’intero flusso totalmente concatenato @y, con
la maglia 1-2. Quindi, essendo

. . . L12 . L12 . .
Dyqp = (pzm + ¢23_12 = 711 - 712 — M;_1513
dove abbiamo tenuto conto che M;_;, < 0, otteniamo:
. 1 . 1 L12 . le . .
Pyyr—p = E‘pmz = 5(7 I — 712 — Ms_1,13)
E quindi I’equazione alla maglia 1’-2 diventa:
M;_s,

Is + jwLyly = Ry, =Ry 1, — Ryyl,

. L, . L, .
Vi _jw%ll +]'(D%12 +jw
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da cui, in definitiva, otteniamo:

; oLy L. Mz
V1’2=](UTI1_](DTIZ_J(D 2

13 _ja)inz - R111+R212 + Rlziz

ed il voltmetro indichera:

Vi, = 1/V1’2a2 + Virgy?

dove abbiamo indicato con Vy,, e V,r,, rispettivamente la parte reale e la componente immaginaria del vettore V.
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