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Transitori

Si definisce transitorio I'intervallo di tempo nasario ad un sistema per passare da uno statce¢inerigiziale (regime
permanente iniziale) ad un altro (regime permangnide). Non &€ comunque sempre vero che un sisteraseguito ad
un transitorio ammetta regime permanente finafatimaffinché questo si verifichi € necessario glséstema siatabile

1 Funzioni singolari elementari o perturbazioni ishtanee

Le funzioni singolari sono molto utili nell'analidei circuiti, rappresentano infatti delle buonerssimazioni di segnali
che spesso si incontrano nei circuiti che subiséenomeni di commutazione.

Per definizione léunzioni singolari elementarisono funzioni discontinue o con derivate discargin

Le funzioni singolari elementari piu utilizzate Feshalisi circuitale sono:
il gradino unitarig

I'impulsounitario;
la rampaunitaria

La funzione gradino unitario u(t), vale 0 per valori negativi di t e 1 per valori flivs di t.
In termini matematici:

u(t) = 0 <0 (1.1)
1 t>0 '

La funzione gradino unitario non & definita ir= 0 dove cambia istantaneamente valore da 0 a 1. Eumzione
adimensionale ed il suo grafico é riportato in fayd.

u(t) A

0 t>

Figura 1 — Funzione gradino unitario

Se la variazione istantanea avviene invedeint, cont, >0 invece che it =0, la funzione gradino unitario diventa:

t <,

L= iy

(1.2)

Abbiamo cioé unal(t) ritardata dit, secondi come mostrato in figura 2

u(t—te)/\

0 to =

Figura 2 — Funzione gradino unitario ritardata i}
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Per ottenere la (1.2) dalla (1.1) é sufficientetisoee tutte le occorrenze di con t- t,.Se la variazione istantanea

avviene int = - t,, la funzione gradino unitario diviene:

t<t,

0
u(t+t) = 1 to>t (1.3)
0

E si dice cheu(t) & anticipata dt, secondi, come riportato in figura 3

u(t+ta)\

~to 0 =

Figura 3 — Funzione gradino unitario anticipata tjj

La funzione gradino & utilizzata per rappresentar@zioni molto rapide della tensione o della eate. Per esempio, la
tensione:

0 tg,
v(t) = (1.4)
\'A t>t,
Puod essere espressa in termini di gradino unitamioe:
v(t) =L u(t- ) (1.5)

Se si pond, =0, V(t) risulta semplicemente il gradino di tensiovgu(t) .

Un generatore di tensioﬁéou(t) e riportato in figura 4a, il circuito equivaler&envece riportato in figura 4b.

. ozo g
wiheo = wE
L b b
a) b)

Figura 4 — Generatore di tensionéu(t)

E evidente dalla figura 4b che i morsetti a-b soadocircuitati pert <0 e che pett >0 agli stessi terminali compare
una tension&/ =\/; .
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In modo simile in figura 5a & riportato un generatdi correntel Ju (t) ed in figura 5b il circuito equivalente.

O—oo s\c_Doo
w@© = b0

b °b

a) b)

Figura 5 — Generatore di correntk,u(t)
Da notare che pelr <0 abbiamo un circuito apertd,= O, mentre pett >0 scorre una corrente=1 .

La derivata della funzione gradino unitario & la funane impulso unitario d(t) :

g : t< O
a’(t):$= indefinita, t=0 (1.6)
0, t> 0

La funzione impulso unitario, detta anche funzide#a, € riportata in figura 6.

o) A

0 =
Figura 6 — Funzione impulso unitario

La funzione impulso unitario d(t) vale zero ovunque eccetto chetifr O, dove & indefinita.

L'impulso unitario pud essere immaginato come uputso di durata molto breve e di area unitaria. spueroprieta si
esprime matematicamente:

o
ait)dt=1 (1.7)

0

dovet =0 & un istante appena primatd=0 et =0" un istante appena dopo. Proprio per questa ptagriasuale
scrivere un 1, che indica proprio area unitariéarco della freccia che simboleggia la funzion@utso, come in figura
6.
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L’area unitaria € anche detta intensita della foneiimpulso. Quando una funzione impulso ha intandiversa
dall'unita, I'area dell'impulso eguaglia I'intenaitPer esempio una funzione impulddd (t ) ha un’area pari a 10.

La figura 7 evidenzia le funzioni impuldad/(t + 2), 10d(t) e-4d(t- 3).

106(t)

56(t+2)

ol T T 3 =

—46(t—3)
Figura 7— Tre funzioni impulso

Per vedere come la funzione impulso si combinaadwa funzioni, consideriamo l'integrale:

b
f(t)dt- t,)dt (1.8)

a

dove a<t, <b. Ora, poichéd(t - t,)= O eccetto che irt =1, I'ntegrando risulta nullo ovunque tranne chejn
Quindi:
b b b

f)dt-t)dt=  f(t)at- t)de f(t) ot tydt f(t)

a a a
cioé:

"t )t - t,)dt= f(t,) (1.9)

a

Questo risultato evidenzia che integrando il pramdi una qualsiasi funzione per la funzione impufs ottiene il valore
della funzione nel punto di applicazione dellimgul Si tratta di una proprieta molto utile dell'imipo nota come

proprietadi selezionalell'impulso. Un caso particolare della (1.8) aigert =0, in questo caso la (1.9) diventa:

't ®d(t)dt = f(0) (1.10)

a
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Integrando la funzione gradino unitariou(t) si ottiene la funzione rampa unitaria (t) ; si scrive:

t

ri¢) = u(t)dt=tu(t) (1.11)
¥
ed anche:
r¢) = 0 t£0 1.12
Tt t30 (1.12)

La funzione rampa unitaria vale zero per valoriatagdi t e ha pendenza unitaria per valori positivt di
La figura 8 illustra la rampa unitaria. In generaldetta rampa una funzione con pendenza costante.

O A

0 7 T

Figura 8— Funzione rampa unitaria

Anche la funzione rampa unitaria puo essere ritardegura 9 o anticipata figura 10.

r(t—to)A

O to  torl T

Figura 9— Rampa unitaria ritardata

Per la rampa ritardata

0 tE£t
rt-t,)= 0 (1.13)
T t-t, 3t
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r(t+to)A
/

1

o P— =

Figura 10— Rampa unitaria anticipata

Per la rampa anticipata

0 t£-t,
ri +t,) = (1.14)
O t+t, t3-t,

E utile infine ricordare che le tre funzioni singol elementari (impulso, gradino e rampa) sono teegea loro
dall'operatore derivata:

_du(t) _dr(t)
at)=——= t)=——= 1.15
( ot u@® =—4 (1.15)
e dall'operatore integrale:
t t
u)= dt)dt , r@)= u(t)dt (1.16)
¥ ¥

Le funzioni elementari viste sono di notevole intpaea, in quanto spesso permettono la scomposidic@zioni piu
complesse, potrebbe comunque capitare di avere &aoh con funzioni molto complesse non facilmeszimponibili,
in tal caso se € nota I'espressione analitica sepbe tentare di trasformare, risolvere, e asfitranare, ma se non e
nota & necessario suddividere il tempo in tantgidntervalli, ed approssimare in ogni intervadliil segnale o con un
impulso, o con un gradino come mostrato in figififine calcolare la risposta a tutti i gradini (opulsi) supponendo di
volta in volta che le condizioni iniziali siano eyl successivamente sommare tutte queste rispgetégsi di condizioni
iniziali nulle non porta a commettere errori, iragto se ne tiene conto automaticamente nella somma.

HGIA
‘/\__

0 =

Figura 11— Perturbazione prolungata
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2 Circuiti del primo ordine
Un circuito delprimo ordineé caratterizzato da un’equazione differenzialepdieho ordine.
| circuiti del primo ordine sono di due tipi: RLRC

2.1. Risposta naturale o a ingresso nullo di unaiito RC
Si ha una risposta naturale o a ingresso nullodiircuito RC quando il generatore che fornisckniiantazione viene,

per qualsiasi ragione, scollegato dal circuito.nemgia gia presente nel condensatore & scaricatessstori.
Si consideri il collegamento serie di un resis®idi un condensatore inizialmente carico, riportatiigura.

-

\/OT::CQ 2

Figura 12 - Circuito RC

Si vuole determinare la risposta del circuito, dle@damento dellav(t) ai morsetti del condensatore. Si sceglie la

tensione ai morsetti del condensatore come rispestafruttare la proprieta della tensione sul emsatore di non poter
subire variazioni istantanee.

Si dice risposta di un circuito il modo in cui iteuito reagisce a un’eccitazione.
Poiché il condensatore ¢ inizialmente carico, tpga tensione all'istante inizialk= 0 sara:

v(0) =V, (2.1)
Ed il valore corrispondente dell’energia immagaatzin

w(0) = % CV (2.2)

Scrivendo I'equazione alla maglia, utilizzandoehso di percorrenza riportato in figura 1, avremo:

v=Ri (2.3)
. dav _ . .
Mal = -Ca poiché siamo in scarica, e quindi:
V=- RCQI (2.4)
dt
Da cui:
dv, v _ 2.5)
dt RC
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Questa € unaquazione differenziale del primo ordine a variabéparabili

Separando le variabili abbiamo:

dv 1
S | (2.6)
v RC
Integrando ambo i membri si ottiene:
t
Inv=-—+1InA (2.7
Dove A ¢ la costante di integrazione. Ne segue:
v t
n—=-— (2.8)
A RC
Eliminando il logaritmo otteniamo
b
v(t) = AeRC (2.9)
Ma, dalla condizione inizialey(0) = A=, Percio
U
v(t) =\V,eRe (2.10)

Questa equazione mostra che la risposta in tendieingrcuito RC decresce esponenzialmente a patél valore della
tensione iniziale. Poiché la risposta & dovutaeallergia iniziale immagazzinata nel condensatorallectaratteristiche
fisiche del circuito, e non a generatori di tensi@ncorrente esterni, essa viene desgosta naturale del circuito

La risposta naturale o a ingresso nulldi un circuito rappresenta il comportamento (inmi@i di tensioni e correnti)
intrinseco del circuito, senza I'intervento di semgj esterne di eccitazione.

Circuito RC - risposta naturale

v
v(t)=V,e " —{ 7
: N
7=RC Ly
costante di tempo
0 T t

Figura 13 — Risposta in tensione del circuito RC.

La risposta naturale & riportata nella figura 18afotare che pdr= 0 essa parte dal valore inizial§ . Al crescere di
t, la tensione diminuisce tendendo a zero. La Wl@on la quale la tensione decresce € espreiaadstante di tempo

t.
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La costante di tempdli un circuito € il tempo impiegato dalla rispoptr decrescere di un fatt0f1e, cioe raggiungere
il 36.8 percento del proprio valore iniziale. ©
Cio significa che pet = la (2.10) diventa:
L
V,e R¢ = \/ e =0.368Y,
Cioe
t =RC (2.11)

Ed in termini di costante di tempo, la (2.10) pséeare scritta:

t
v(t) =V,e’ (2.12)

Con l'analisi dimensionale si dimostra cheé espressa in secondi, infatti:

R® M] - Volt
Ampere
c® [F]: Coulomb _Amperesecondo
Volt Volt
f=RC® Volt Amperé secondo_ [secondb
Ampere Volt

Usando I'espressione (1.12), si pud calcolare feeatei, (t) :

. v(t) _V, -+
it)=—>="e! 2.13
RO="72"=¢ (2.13)
La potenza dissipata in R é:
2 &
p(t) = V(D) s =—I;e t (2.14)
L’energia dissipata dal resistore fino all'istahtz
t tys2 2t 2 2t 2
VA A | -2
We(t)= pdt= 2 er =-—C e |==CY 1- € (2.15)
. , R 2R | 2

1
Si noti che quandd ® ¥ , W (¥)= ECVOZ, che coincide conw(0), I'energia iniziale immagazzinata in C.

L’energia che inizialmente era immagazzinata nebemsatore € tutta dissipata nel resistore.
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Riassumendde quantita da determinare per calcolare la risposiaturale di un circuito RGono:

Tensione inizialev(0) =V, ai morsetti del condensatore.
Costante di tempb .

-t
Note queste due grandezze, si ottiene la rispogtnsione del condensatovg (t) = V(t) = 0) e/ Una volta nota
la tensione sul condensatore, le altre grandezzeefue nel condensatoig , tensione ai morsetti del resistovg e
corrente nel resistorbR) possono essere facilmente determinate.

Nell'espressione della costante di tempe RC, R rappresenta la resistenza equivalente di Thewammorsetti del
condensatore, si toglie cioé il condensatore dalitd e si calcolaR = R, ai suoi morsetti.
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2.2. Risposta forzata o risposta a stato zero pa&a al gradino di un circuito RC

Quando un generatore costante viene collegato mjg@amente ad un circuito RC, il generatore dii@ms o di corrente,
puo essere modellato con una funzione a gradinspasta € dettasposta al gradino

Larisposta al gradinadi un circuito € il comportamento del circuito quao I'eccitazione, che pud essere un generatore
di tensione o di corrente, & una funzione gradino.

La risposta al gradino € la risposta del circuit@dnseguenza a una improvvisa applicazione diememtore costante
di tensione o di corrente.

\/S<°—> v__C \éu(t)@ v__(C
AN ——AVW—
R R
a) b)

Figura 14 - Circuito RC con un gradino di tensiondngresso

Si consideri il circuito RC in figura 14a che pussere sostituito con il circuito di figura 14b, @édVg € una tensione

costante nel tempo. Scegliamo come risposta ldoeasul condensatore e si supponga che la tengiiiale sul
condensatore si¥;, anche se cio non & necessario per avere la tispbgradino.

Poiché la tensione ai morsetti di un condensatonepuo variare in modo finito in tempi zero:
v(0)=v(0 )=V, (2.16)

Dove V(0" ) & la tensione ai morsetti del condensatore appeme della commutazione, 0" ) la tensione appena
dopo la commutazione. Scrivendo la legge alla raagtiura 5b, abbiamo:

Vsu(h) - v= R
dv

V.u(t)- v= RC—

su(t ot

dt R

Cioe:
ﬂl+_v :&u(t) (2.17)
dt RC RC

Pert >0 la (2.29) diviene:

dv v _ Vg
—+ =2
dt RC RC

(2.18)
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Separando le variabili si ottiene:

av_ v- Vg
dt RC
O anche:
dv =- ﬂ (2.19)
V- Vg RC
Integrando ambo i membri ed introducendo la condiziiniziale:
v(t) t
In(v-V, =- —
t
Infv(t)- Vgf- n(Vy VaF- —+ O
V- V] (% V- o
O anche:
nY Vs -t (2.20)
0~ Vs RC
Eliminando la funzione logaritmo:
t
V-V¥s gt t=RC
Vo - Vs
V- V= (V- V) e
Cioe:
A
V() =V +(V - V) ef, > (2.21)
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Percio

V,, t<

v(t) = t (2.22)
Vs+(V,- Vs)er,  tC

Questa e chiamat&sposta completalel circuito RC all’'applicazione di un gradinotdinsione supponendo C gia carico.
Supponendd/g >V, , il grafico di V(t) e riportato in figura 15.

Circuito RC - risposta completa

O { < 0 V" --------------------------
wit) = o
Ve +(Fy=Vs)e t>0

r=RC )

costante di tempo

Circuito RC - risposta completa

risposta naturale 5 risposta forzata
o fransitorio 0 regime

v(=0)

v(lﬂ)_

Ly ittt {

v(t) = v(e0)+ [v(t,) —w(o0)] e " 11,

Figura 15 — Risposta al gradino di un circuito R@ccondensatore inizialmente carico.

Se si suppone ora il condensatore inizialmentdcsrasi poneV, = 0 nella (2.34), cosi che:
0, t<

v(t) = v

- (2.23)
s 1-er , >

E, in maniera alternativa, puo essere scritta:

t
v()=V, 1- e’ U (2.24)
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Questa ¢ la risposta completa al gradino di unuit@dRC con condensatore inizialmente scarico.
La corrente nel condensatore si ottiene dalla §2.35

dv_C

t
it)=C— ="V.e’, t=RC, t>(
© dt r °

Oppure
t

i(t) =V—F§e’fu(t) (2.25)

La figura 16 mostra gli andamenti della tensionmaisetti del condensatort) e della sua correntidt) .

(N A
v(t) A (0
728 Bl
’ N il R |\
_/ 1 \‘.
4 \
/ "\
I,’ ‘\\
4/ \\\
/
/ \
/ \‘\\\
J ‘ — -
0 ! 0 1

Figura 16 — Risposta al gradino di un circuito R@ccondensatore inizialmente scarico.

Invece di eseguire tutti i passaggi precedentst@sin approccio sistematico per determinare pepsis al gradino di un
circuito RC o RL. Se riprendiamo in esame la relagi

t

t t
V() =V +(V,- V) ef= Ye+ Y1- & , t0
Che & piu generale della:
L
vi)=V; 1- e’ U

Ci accorgiamo che |&(t) e costituita da due componenti.
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Esistono due modi diversi per scomporre la rispostle sue due componenti.

Il primo metodoconsiste scompone la rispostarisposta naturale piu risposta forzatd, secondo metodo invece
scompone la risposta fisposta transitoria piu risposta a regime

Utilizzando il primo metodo & possibile scrivereiEposta completa come:

Risposta completa = Risposta naturale + Rispdstaata
Energia immagazzinata Generatore indipendente
In altre parole
V=V t+V (2.26)
In cui
1
v, =\ e’
e
L
v, =V, 1- e!

V; e dettaisposta forzatgperché e prodotta dal circuito quando a esso kcappuna “forza” esterna. Essa rappresenta

cio che il circuito e forzato a fare dall’eccitag@in ingresso. La risposta naturale decresceengdd fino ad annullarsi,
cosi come la componente transitoria della rispfustzata, lasciando quindi solo la componente dimegdella risposta
forzata.

Il secondo metodanvece, considera la risposta completa come sodindae componenti, un@mporaneae l'altra
permanentecioé:

Risposta completa = Risposta transitoria + Risaos regime
Parte temporanea Parte permanente

In altre parole:

V=V + (2.27)
dove
v, =(V,- W) el (2.28)
e
Ves = Vs (2.29)

La risposta transitoriao transitorio, V, € temporanea; si tratta della parte della rispostapleta che tende a zero al

crescere del tempo. Lriisposta a regimeV,, € la porzione della risposta completa che perndap® che la risposta
transitoria si € esaurita.
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Per cui:

La risposta transitoriaé la risposta temporanea del circuito che tendenadllarsi al trascorrere del tempo.
La risposta a regimee il comportamento del circuito molto tempo dohe € stata applicata la sollecitazione
esterna.

In qualunque modo si consideri, la risposta conaplet

t
v(t) = Vs +(V - V) et

Puo essere scritta nella forma:

t
v(t) = (%) + [0)- W )] e 2.30)
Dove V(0) & la tensione iniziale s= 0" e V(¥ ) il valore finale o di regime.

Per determinare la risposta completa al gradinmdiircuito RC sono quindi necessarie tre informagzi

1. Latensione iniziale sulle armature del condensauf0) .

2. Latensione finale sulle armature del condensag) .
3. La costante di tempb .

L’informazione 1 si determina dal circuito pb< O, le quantita 2 e 3 si calcolano dal circuito per 0. Ottenuti questi
elementi la risposta sara:

V(t) = v(¥)+[V0)- W )] e’

Se linterruttore cambia posizione all'istarite= t,, invece che it = 0, si ha un ritardo nella risposta, cosi che laZp.4
diventa:

(%)
v(t) = V(¥)+ [ Mt,)- W )] e ¢ (2.31)

dove V(to) e il valore iniziale d = tg : E importante notare che la (2.42) e la (2.43)psaalide solo per la risposta al
gradino, cioé quando I'ingresso é costante nel temp
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2.3. Risposta naturale o a ingresso nullo di unaiito RL
Si consideri il collegamento serie di un resis@idi un induttore inizialmente carico, riportatdfigura 17.

°

Figura 17 - Circuito RL
Si vuole determinare la risposta del circuito, diaeédamento delld (t) che scorre nell'induttore. Si sceglie la corrente
nell’induttore come risposta per sfruttare la preggrdella corrente nell'induttore di non poteriselvariazioni istantanee.
Allistante t =0, si suppone che I'induttore abbia una correntziate ly.
i(0)=1, (2.32)
Con la corrispondente energia immagazzinata.

W(0) :% L12 (2.33)

Scrivendo I'equazione alla maglia, utilizzandoehso di percorrenza riportato in figura 3, avremo:

- Lﬂ: Ri (2.34)
dt
Cioe:
Lﬂ+ Ri=0 (2.35)
dt
O anche:
ﬂ + Ei =0 (2.36)
dt L

Questa e unaquazione differenziale del primo ordine a variabéparabili
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Separando le variabili ed integrando abbiamo:

it 4 t
di_ R
o ! ol
t
Ini[ ) =- R ni)- Il =- Ry
0 L, L
E anche:
In@ - Rt (2.37)
Iy L
Eliminando il logaritmo si ottiene:
R
it)=1g - (2.38)

Questa espressione dice che la risposta naturbtérdgito RL decresce esponenzialmente a partievdiore iniziale
della corrente.
La risposta in corrente é riportata in figura 18.

Circuito RL - risposta naturale

it)y=1e""

t=L/R
costante di tempo

Figura 18 — Risposta in corrente del circuito RL.

Dalla equazione (2.22) é evidente che la costanttpo per il circuito RL €:
t =— (2.39)
Con ! espressa in secondi. Infatti:

R® [\N] _ Volt

Ampere
L® [H]: Volt” secondo
Ampere
; :£® Volt” secondo Ampere _ [secondﬂ)
R Ampere Volt
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La (2.22) puo, quindi, scriversi come:

~ |~

it)=1g (2.40)
Di conseguenza, la tensione ai morsetti della tersis:
L
Vg (t) = Ri= Rl e’ (2.41)
La potenza dissipata dal resistore:
A
p=Vi=Rl’e’ (2.42)
E I'energia:
t t 2t 1 _af
Wy, = pdt= Rfe’ dt=-=¢ R}
0 0 2
0
O anche:
1 L&
Wi (1) =5 LIZ 1-e ¢ (2.43)

1
Si noti che quandd ® ¥ , W, (¥)= = LIZ2, che coincide com (0), I'energia iniziale immagazzinata in L.
R 2 0 L
L'energia che inizialmente era immagazzinata nellittore € tutta dissipata nel resistore.

Riassumendde quantita da determinare per calcolare la risppsiaturale di un circuito Rlsono:

Corrente inizialel (0) =1, nellinduttore.
Costante di tempb .

: . . -t
Note queste due grandezze, si ottiene la rispostariente dell'induttore del condensatérét) =i ) =i (Oe i .Una
volta nota la corrente nell'induttore, le altre mplazze (tensione sull'induttond , tensione ai morsetti del resistovg

e corrente nel resistong) possono essere facilmente determinate.
Nell'espressione della costante di tenﬂ)(FE, R rappresenta la resistenza equivalente di Thevanimorsetti del

dellinduttore, si toglie cioé I'induttore dal cirito e si calcolaR = R, ai suoi morsetti.
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2.4. Risposta forzata o risposta a stato zero pa@a al gradino di un circuito RL
Si consideri il circuito RL di figura 19a che puésere sostituito dal circuito di figura 19b. Si leudeterminare
'andamento della corrente nell’induttore.

L i

t=0 iR L
22 == S,

o ]

% () W)

A A

R R

Figura 19 - Circuito RL con un gradino di tensioinengresso

a b

Invece di scrivere I'equazione alla maglia, espaimb la risposta come somma della risposta naterdlella risposta
forzata:

=i, +i, (2.44)

E noto che la risposta naturale & sempre un espiafeecrescente, cioe:

(2.45)

Dove A € una costante da determinare.

La risposta forzata € il valore della corrente dopolto tempo che l'interruttore € stato chiusondittore in tale
condizione si comporta come un corto circuito gefsione ai suoi morsetti & nulla. Tutta la tensi¥h si localizza su
R; per cui la risposta forzata é:

i, = Vs (2.46)
f -_ .
R
Inserendo le due risposte nella (1.44) si ha:
t
. -V,
i =Ae! +_F§ (2.47)

Determiniamo ora la costanfe dal valore iniziale di . Sia |, la corrente iniziale nellinduttore, che potrebissere

dovuta a una sorgente diversa\da. Poiché la corrente in un induttore non puo variafantaneamente,

i(07)=i(0)=I, (2.48)

| Circuiti in Regime Transitorio Pagina 21 di 54



Pert =0 la (2.47) diviene:

I, =A +Ys
R
Da questa si ottiend come:
V,
A=1,- =
R
E sostituendolo nella (2.47), si ha:
oV, Vg -+
|(t):ES+ IO-—Fj e’ (2.49)

Questa € la risposta completa del circuito RL,ntgga in figura 20 nel caso di istante inizialet=t

Circuito RL - risposta completa

' f}; . t<ty r=L/R
(1) = ?w+ [[o _?s] @ YT o t, costante di tempo

0 L T ¢

Figura 20— Risposta completa al gradino di un citolRL con induttore inizialmente carico.

La risposta puo essere scritta come:

~ |~

i) =i(¥)+ i(0)-i&)e

Dove i(0) e i(¥) sono i valori iniziale e finale di.
In definitiva, per determinare la risposta comphdtgradino di un circuito RL sono quindi necessaré informazioni:

(2.50)

1. La corrente iniziale nellinduttore(0) in t =0".
2. Lacorrente finale nellinduttoré(¥ ) .

3. La costante di tempb .

L’informazione 1 si determina dal circuito pb< O, le quantita 2 e 3 si calcolano dal circuito per 0. Ottenuti questi
elementi la risposta sara:

~ |~

i()=i(¥)+i(0)-i%)e

Si ricordi che questo metodo € valido solo peidpasta al gradino.
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Anche in questo caso se la commutazione avvietigtatite t =1, invece che il = 0, la (2.50) diviene

(t-to)

i) =i(¥)+ ity)-i§¢)e ° (2.51)
Se invecel , =0, allora:
0, t<0
it) = 1 2.52
t) Vs 1-ef ., 0 (2.52)
R
O anche:
V. A
i(t):ES 1-e? u(t) (2.53)

Questa ¢ la risposta al gradino del circuito RL mwluttore scarico. La tensione ai morsetti di lotiene dalla (2.53)

di
usando la relazion¥ = La. Si ha

di L -+ L
)=L—=V.—e?’, t =—, t>C
® dt °r¢R R
Cioé:
L
v(t)=Vse’ U ) (2.54)
La figura 21, riporta le risposte al gradino
i(I)T v(1) A
. 7 ——— v, L
R ”" — = - ‘~
0 ! 0 [

Figura 21— Risposte complete al gradino di un dit@iRL con induttore inizialmente scarico.
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3. Circuiti del secondo ordine
Un circuito delsecondo ordine caratterizzato da un’equazione differenzialesdebndo ordine. Esso contiene resistori

e I'equivalente di due elementi dinamici.

Circuiti del secondo ordine: esempi

3.1. Risposta naturale o0 a ingresso nullo di unaiito RLC serie
Si consideri il circuito RLC serie di figura 22.dircuito & eccitato dall’energia iniziale immagmzta nel condensatore

e nellinduttore. Tale energia e rappresentataad@hsione iniziale/, del condensatore e dalla corrente inizizhbe

nell'induttore.

L
—— T ——

T
m Vol == C
|
IOV

R

Figura 22 - Circuito RLC serie

Per questo motivo, in t=0:

1 0
v(0)=— idt=}, (3.1)
Cxy
i(0)=1, (3.2)
Applicando la legge alla maglia:
: t
Ri+ Lﬂ +l idt =0 (3.3)
d C

¥
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E derivando rispetto a t, per eliminare l'integraeiordinando:

di Rdi i _
—+——+—=0 (3.4)
dt= Ldt LC
Questa é un’equazione differenziale del secondin@@mogenea a coefficienti costanti, & per quasfimne che i circuiti
RLC sono detti circuiti del secondo ordine.

Per poter risolvere la (3.4) & necessario conoshgeecondizioni iniziali, quali per esempio il vedaniziale di i e della
sua derivata, oppure i valori iniziali di i e diNvalore iniziale di i & dato dalla (3.2). Si puoavare il valore iniziale
della derivata di i dalle (3.1) e (3.3):

Ri(0)+ Lng) +V, =0
cioe (3.5)
di(0) 1
——==-=(RI,+V,
dt L( ot Vo)

Con le due condizioni iniziali (3.2) e (3.5) e pibds risolvere la (3.4).

di
Ponendo oraa = S si ricava I'equazione caratteristica (polinomigatteristico) della nostra equazione differenziale

omogenea a coefficienti costanti:

> R 1
S +I S+E = (3.6)
Le due radici della (1.6) sono:
R R? 1
§=-—+ - .
2L 2L LC
- (3.7)
- R JR_1
% 2L 2L LC
In maniera compatta:
s =-a+.a’* w; -
s, =-a- Ja* w¢
dove:
R
a ZZ
1 (3.9)
W, =—
° JLc
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Le radici S, ed S, sono chiamatérequenze naturaliperché associate alla risposta naturale delitircut), & detta

frequenza di risonanza anche, a voltérequenza naturale non smorzagspressa in radianti al secondd; & detto
fattore di smorzamento

In termini di & e W, la (3.6) si pud scrivere:

s +2as+w? =0 (3.10)
| due valori di s nella (3.8) indicano che esistoine possibili soluzioni per i, ciascuna della gbhalla forma:

A st
I, =A.€e

_ (3.11)
i, =A,e%

Poiché la (3.4) e un’equazione lineare, qualunquelinazione lineare delle due soluzidnke I, € pure soluzione della
(3.4).

La soluzione completa della (3.4) &€ quindi esprasaina combinazione lineare 'Qi e i2: la risposta naturale del
circuito RLC serieg quindi:

it)=Ae*+A¢e' (3.12)

di(0)

In cui le costantiA; e A, devono essere determinate in base ai valori iniz(8) e T nelle (3.2) e (3.5).

| Circuiti in Regime Transitorio Pagina 26 di 54



Dalle (3.8) si deduce che esistono tre tipi di s@ne:

Se a > W, si ha il cassovrasmorzato(Le radici S, e S, sono reali e negative)
Se a =W, si hail caso dsovrasmorzamento criticgLe radiciS, e S, sono reali e coincidenti)
Se a <W, si ha il cassottosmorzato(Le radiciS, e S, sono complesse coniugate)
Caso sovrasmorzatpa > W) (costante di smorzamento maggiore della pulsazébmisonanza)
4L . - . .
Dalle (3.7) e (3.8)@ > W, quandoC > ? . Quando cio accade, entrambe le radice S, sono reali e negative.
La risposta é:

it)=Ae*+Ae' (3.13)

Che decresce e tende a zero al crescere di t.

Caso sovrasmorzato (o > o)

L [2_ > o
S == tAET =0, radici reali
iy 7 o e negative

i=Ae" +A,e™

3 1 Z (3

Andamento tipico di iz)
0.4 (4, =1,4,=-0.5, =2, m,=1.3)

Risposta Sovrasmorzata RLC Serie
Caso di smorzamento critich@ = I,) (costante di smorzamento uguale alla pulsazionisahanza)

4L
Quandoa =W, C =—, le radici sono reali e coincidenti:

R
S_:%:.a:.Z (3.14)

Per questo caso la (3.13) da:

i(t):ALe—at + Aﬁeat - %eat
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con A3 = Ai"' A2 . Questa perd non pud essere la soluzione peecldéid condizioni iniziali non possono essere
entrambe soddisfatte dalla singola costaAte La forma della soluzione che si & assunta nonquiridi essere valida

per il caso di smorzamento critico.

R
Riprendendo in esame la (3.4), quar@c= W, =Z , essa diventa:
d?i di

F'*‘Zﬁa"'a i=0

a> ~dt d
o0 anche
d ﬂ+ai +a ﬂ+ari =0 (3.15)
dt dt dt
Se si pone
d .
f =— 4434l (316)
dt

df i
Allora la (3.15) diventad—t +a f =0 che & una equazione differenziale del primo ortéireii soluzione & = Ae

, dove AL € una costante. La (3.16) diventa allora:

di . )
Pl Ae?
cioé:
e ﬂ+ €ai=A (3.17)
dt
Che puo essere scritta come:
d .
a(e‘“|) =A (3.18)
Ed integrando ambo i membri
e'i= At+ A
ed anche
i=(At+A)e” (3.19)

dove A, & una nuova costante.
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La risposta naturale del circuito criticamente sratw é allora la somma di due termini:

un esponenziale negativo
un esponenziale negativo moltiplicato per un teentineare

i=(A +Ate” (3.20)

Caso a smorzamento critico (o = o,)

)

Andamento tipice di i(r)
0Lt (C,=-1,C=1a=1)

-0z

Risposta criticamente smorzata RLC Serig=@G; Co=A2)
Caso sottosmorzattd < W, ) (costante di smorzamento minore della pulsazaimsonanza)

4L
a<w,, C< ? Le radici sono complesse e possono essere switeeforma:

s=-a+ | (vg a’F- & v, (3.21)
s=-a- ¢ (g a%- a pw, (3.22)

— 2
dove W, = I/I{)2 -a.
Sia W, sia W, sono frequenze naturali perché contribuisconoddtarminazione della risposta natural, & spesso

dettafrequenza naturale non smorzatd/, & chiamatdrequenza naturale smorzata
La risposta naturale é:

() =A™ "+ ARl Mk = en( A+ pd) (3.23)
Usando le identita di Eulere’? =cosg + j sing e € ¥ =cosg - j sing si ottiene:

it)=e* A(cosw,t+ jsinmt) + A ( cosyt- j simt)

=e™ (A+A)cosw t+ j( A- A) sint

(3.24)
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Sostituendo le costan(iA + Az) ej (A1 - AZ) con le costantB, e B, , possiamo scrivere:
i(t)=e (B, coayt +B, sinyt) (3.25)

A causa della presenza delle funzioni seno e cogedoiaro che la risposta naturale per questo €asoorzata secondo
un esponenziale ed ha natura oscillatoria.

Essa ha una costante di tempo pali/@ ed un periodol =2p /1 .
La figura illustra una tipica risposta sottosmoazat

Risposta sottosmorzata RLC Serig<(;; B,=A>)
In conclusione, per quanto finora detto, si posssegnalare le seguenti proprieta di una rete RLC:

il comportamento della rete RLC & caratterizzatb aencetto dismorzamentoche consiste nella graduale
perdita dell’energia iniziale immagazzinata, comieenziato dalla diminuzione progressiva dell’anzgeedella
risposta.

L'effetto di smorzamento & dovuto alla presenzdadesistenza R. Il fattore di smorzamedodetermina la

rapidita con la quale la risposta & smorzataRsg 0 allora@ =0 e si ha un circuito LC coh/+/LC come

frequenza naturale non smorzata. Poiéh& I/, in questo caso, la risposta non & solo priva dirgamento

ma anche oscillatoria. Il circuito & detto senzadjte perché l'elemento dissipatore che causerdbbe
smorzamento (R) € assente. Scegliendo opportunarteatore di R, la risposta pud essere resa nwrzata,
sovrasmorzata, criticamente smorzata, sottosmorzata

La risposta oscillatoria € possibile grazie allag@nza di due tipi di elementi dinamici. La presedizL e di C
consente uno scambio continuo di energia fra i dughe l'oscillazione smorzata esibita dalla rigpos
sottosmorzata € dovuta alla proprieta dei due eléimenservativi L e C di trasferire energia daficduall’altro
ripetutamente.

Dalle figure inerenti alle risposte si osserva lehiorme d’onda delle risposte sono diverse fra.lom generale,
e difficile distinguere dalle forme d’onda la difésza tra la risposta sovrasmorzata e quella azemmanto
critico. Il caso di smorzamento critico rappresefitdemento di separazione tra i casi sottosmorzato
sovrasmorzato, ed & caratterizzato dalla massirueitée di decadimento. A parita di condizioni irdlij la
risposta sovrasmorzata si annulla con un ritarg@isore alle altre, perché & necessario un intereiltempo
maggiore per dissipare I'energia iniziale immagaata. Se si volesse la risposta piu veloce, seaaaate
oscillazioni, la scelta giusta € il circuito a smamento critico.
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3.2. Risposta forzata o risposta a stato zero pa@a al gradino di un circuito RLC serie

Figura 23 - Gradino di tensione applicato ad unctiito RLC serie

Si consideri il circuito RLC serie di figura 23,@jzando la legge alla maglia p&> O:
di, .
La+ Ri+v=\ (3.26)

Ma i ZCQI

Sostituendo I'espressione di i nella (3.1) e rinadido i termini,

d’v, Rdv, v _V
——t——+t— =5 (3.27)
d® Ldt LC LC

Che ha la forma ormai a noi nota. In particolazeéfficienti sono gli stessi, cio & importante [@edeterminazione delle
frequenze naturali, ma l'incognita e diversa. L'agione caratteristica del circuito RLC serie homa&dificata quindi
dalla presenza del generatore costante.
La soluzione della (3.42) & formata da due comptinen

la risposta transitori&, (t) o risposta naturale o ad ingresso nullo;

la risposta di regimalss(t) o risposta forzata o a stato zero.
V() = V(1) + Vee( D) (3.28)

La risposta transitorid, (t) & la componente della risposta completa che silnal passare del tempo. In pratica & la

risposta naturale del circuito o risposta a ingresdlo. Quindi la risposta transitorig (t) per i casi sovrasmorzato, a
smorzamento critico e sottosmorzato é:

v, () = Ae' + A &' (Sovrasmorzata) (3.29)
V() =(A+Ahe® (A smorzamento critict (3.30)
v, (t) =€ “ (A comyt+ A sim,t)  (Sottosmorzata) (3.31)
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La risposta forzata o a stato zero o di regime\alibre finale div(t) . Nel circuito di figura 3 il valore finale della

tensione sul condensatore coincide con la tensiehgeneratord/y . Percio:
V() =v(¥)=\, (3.32)

Le soluzioni complete per i casi sovrasmorzatonargamento critico e sottosmorzato sono quindi:

v(t) =V, + Ae' + Aé' (Sovrasmorzat: (3.33)

v(t) =V, +(A+Ahe™ (A smorzamento critict (3.34)

V() =Vs +e % ( A cowt+ A sivm,t)  (Sottosmorzas (3.35)
a0)

| valori delle costanti”A e A, si ottengono dalle condizioni iniziali(0) e

Si rammenti cheV e i sono rispettivamente la tensione ai morsetti deldensatore e la corrente che scorre
nell’induttore. Quindi le (3.48), (3.49) e (3.5@pno valide solo per determinaxeUna volta nota lav € possibile

determinarei =Cdv/ dtche & la corrente nella maglia; poi la tensioneRsuale V; = Ri e la tensione in L &
v, = Ldi/ dt.

In alternativa, la risposta completa per una qasisiariabileX(t) si puo ottenere dalla forma generale:
X(t) = Xs5(1) + %(9 (3.36)

dove X = X(¥) @ il valore finale edx, (t) & la risposta ad ingresso nullo o risposta nauaisposta transitoria.

| Circuiti in Regime Transitorio Pagina 32 di 54



3.3. Risposta naturale o a ingresso nullo circuiRlC parallelo

Figura 24 - Circuito RLC parallelo

Si consideri il circuito RLC parallelo di figura 28i supponga che la corrente iniziale nell'indrgtealgal , e la tensione

iniziale sul condensator¥, .

1 0

i(0)=1, =L v (t)dt (3.37)
¥

v(0) =V, (3.38)

Poiché i tre componenti sono in parallelo, ad ésgiplicata la medesima tensioviel versi delle correnti sono quelli di
figura, per cui applicando la legge al nodo supers ottiene:

t
A +1 vdt+ CEI =0 (3.39)
R L, dt

Derivando rispetto a t e dividendo per C, otteniamo

d’v 1 dv 1
+ +

5 — v =0 (3.40)
dt® RC dt LC

L'equazione caratteristica si ottiene sostitueralddrivata prima coi$ e la derivata seconda cah. Ripetendo quanto
gia fatto nel paragrafo precedente, I'equazionattenistica risulta:

, 1 1
sS+—s+— =0 (3.41)
RC LC
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Le radici del’equazione caratteristica sono:

oppure

dove:

S,=- + - (3.42)

S,=-azxa‘- w, (3.43)
1
7" 2RC
1 (3.44)
W =—Fr—=

Le radici S ed S, sono chiamatérequenze naturaliperché associate alla risposta naturale delitircllj, € detta

frequenza di risonanza anche, a voltdrequenza naturale non smorzagspressa in radianti al secondd; é detto
fattore di smorzamento (da notare che € diversquikllio del circuito in serie)

Anche qui esistono tre possibili soluzioni a se@aolde sia@ > W, , & =W, oppured <W,.

| tre casi saranno ora considerati separatamente.

Caso sovrasmorzatpa > W) (costante di smorzamento maggiore della pulsazebmisonanza)

Dalle (3.33),& > W, quandolL > 4R’C. Quando cio accade, entrambe le radice S, sono reali e negative.

La risposta é:

v(t)= Ae'+ A€ (3.45)

Risposta Sovrasmorzata RLC Parallelo
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Caso di smorzamento critich? = WW,) (costante di smorzamento uguale alla pulsazionieahanza)

Quandoa =, L =4R?C. Le radici sono reali e coincidenti e la rispasta

V()= (A +Ahe”

Risposta criticamente smorzata RLC Parallela<(&:; C,=A»)

Caso sottosmorzat@? < W) (costante di smorzamento minore della pulsazthmsonanza)

a<w,, L< 4R*C. Le radici sono complesse e possono essere sueitteforma:
S.=-ax jw,

dove

La risposta é:

v(t) =€ (A coyt+ A sint)

Risposta sottosmorzata RLC Parallela£B1; Bo=A»)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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dv(0)

Le costantiA e A, , in ciascun caso si possono determinare dalleiziomdiniziali. Sono necessarig(0) e

La prima e nota dalla (3.27); la seconda si deteardalle (3.26), (3.27) e (3.28):

o, 40 90

=0 (3.50)
cioe:

dv(0) _ (Vo *+Rl,)
dt RC

(3.51)

Le forme d'onda della tensione sono simili a quelrtate nelle figure precedenti a seconda cherduito sia
sovrasmorzato, smorzato criticamente o sottosmmrzat

Si noti che per il circuito RLC serie € stata st&lbme incognita la corrente dell’induttore, invgee il circuito RLC
parallelo é stata scelta la tensione del conderesato
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3.4. Risposta forzata o risposta a stato zero paa al gradino di un circuito RLC parallelo

Figura 25 - Circuito RLC parallelo con una correrdpplicata.

Si consideri il circuito RLC parallelo di figura 25i vuole determinaré successivamente all'applicazione improvvisa
di una corrente costante.
Applicando la legge al nodo superiore, jier O:

Vo dv

—+1+C— =14 (3.52)

R dt

di
Ma Vv = La; sostituendo I'espressione Winella (3.53) e dividendo per LC si ottiene:

di . 1 .di, i _ g
_2+__+_ = (3.53)
dt® RCdt LC LC
Che ha la stessa equazione caratteristica vistegeatemente.
La soluzione completa della (3.54) & formata darisposta transitoria, (t) e da una risposta di reginhg:
i) =i, ) +isst) (3.54)

La risposta transitoria coincide con quella ottarmei paragrafi precedenti. La risposta di reginievélore finale dii ;
nel circuito di figura 4 il valore finale della gente nell'induttore coincide con la corrente dehgratorel 5. Quindi

it)=15+Age™ + Ae*' (Sovrasmorzata) (3.55)
it)=1s+(A +At)e” (A smorzamento critict (3.56)
i(t)=15+e™ (A cowt +A, simt) (Sottosmorzata) (3.57)

. di
Le costantiA_ e AZ si possono determinare in base alle condiziomiahiper| e a Anche qui occorre evidenziare
che le (3.56), (3.57) e (3.58) sono valide solo geterminare la corrente nell'induttore. Una volta determinata la

o di
corrente nell'induttorel, =1, e possibile calcolarey = L—t, che é la medesima tensione sia su induttoresisia

: : dv
condensatore e resistore. Quindi la corrente sidtare valei; =V / R, e la corrente nel condensatoré.é=C -

| Circuiti in Regime Transitorio Pagina 37 di 54



In alternativa, la risposta completa per una quglienvariabileX(t) puo essere calcolata direttamente con I'espression
X(1) = X5(1) + x(9 (3.58)

dove Xg5 € X sono il valore finale e la risposta transitoriapettivamente.
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3.5. I circuiti del secondo ordine nel caso genexal
Dato un circuito del secondo ordine, la rispostgratiino X(t) , che puo essere una tensione o una correntegsidea

secondo i seguenti quattro passi:

1. Sidetermina per prima cosa le condizioni inizi%(0) e ed il valore finalex(¥) .

dx(0)
dt
2. Sidetermina la risposta transitod@(t) spegnendo i generatori indipendenti e applicardedgi ai nodi e alle
maglie. Una volta ottenuta l'equazione differenzialel secondo ordine, se ne determinano le radici
caratteristiche. A seconda che la risposta siaasovorzata, a smorzamento critico 0 sottosmorzatdtisne
X, (t) con due costanti incognite.
3. Siricava la risposta di regime come:
Xss(t) = X(¥) (3.59)
dove X(¥) e il valore finale diX, ottenuto al passo 1.
4. Larisposta completa consiste ora nella somma deppasta transitoria e di quella di regime:

X(t) = % (1) + x5( 9 (3.60)

Si determinano infine le costanti associate akkpasta transitoria, imponendo le condizioni inizix(0) e

dx(0)

, determinate al passo 1.

Questo procedimento generale pud essere applieatib galcolo della risposta al gradino di un qurgjue circuito del
secondo ordine.
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4 Analisi nel dominio del tempo

Ricordiamo che si definisce transitorio il periodbtempo che intercorre nel passaggio di un sistdmano stato
energetico ad un altro, non € comunque sempre &fgeoun sistema in seguito ad un transitorio amnretgme
permanente finale, infatti affinché questo si vehif & necessario che il sistema siabile

Come visto precedentemente I'equazione integrediffziale rappresentativa dell’equilibrio elettrdiaun circuito RLC
e la seguente:

di 1°'. :
v- L— = idE Ri (4.1)
dt C,
che derivata porta ad un’equazione differenzialesdeondo ordine del tipo

X+bx+cx=d (4.2)

per determinare il comportamento del sistema éaprtnecessario risolvere I'equazione differenzi@lensideriamo
quindil’equazione omogenea associatia (2):

X+ bx+ cx=0 (4.3)

sappiamo che un’equazione differenziale omogenegeauesta ha una soluzione generale del tipo
x=ke'+k é (4.4)

la soluzione dell’'omogenea rappresenta quindisiosta ad ingresso nullo o risposta all’oscillaae liberg in quanto
le forzanti ¢l) sono state poste a zero; ovviamente il sisteraaaie solo se inizialmente possiede energidtiia parole
se le condizioni iniziali sono diverse da zero.

| termini e  hanno le dimensioni di una frequenza, e prendbnorne difrequenze naturali del sistem&e le
frequenze naturali sono negative, o complesse gatécon parte reale negativa, il sisterstabile ammette cioé regime
permanente finale.

Le frequenze naturali di un circuito elettrico, $tesso vale per un qualunque sistema dinamiceemindo ordine),
sono quindi le frequenze di oscillazione libera sistema stesso.

Per ricavare la soluzione generale della (4.2)cessario perd trovare un integrale particolare esgurappresenta la
risposta a stato zeralunque la soluzione generale, come gia vist@l &b

X(1) = x (9 + x4(9
dove:

X (t) € la risposta a ingresso null
Xs5(t) € la risposta a stato zero
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Un esempio di risposta a stato zero é la carica dinduttore inizialmente scarico (condizioni imilzinulle e quindi stato
energetico nullo o zero), infatti, come ben nagogdrrente di carica ha un andamento del tipo:

E E } .
| ZE- —Re = Ip+ I
dove:
E . .
i :E =i, componente a regime della risposta
E -t
i=- Ee *=1i, componente transitoria della risposta

Un esempio, invece, di risposta ad ingresso nutlp@resentato dalla scarica di un induttore, oweiate carico, e non
collegato a nessuna forzante esterna

.
~ |

._E
I=—e’ =i
R

t

Evidentemente la componente a regime della risrfe)i;};a: 0 essendo la corrente nulla dopo la scarica delititde
stesso.

Quello appena illustrato & quindi un metodo pemaffare lo studio dei transitori nel dominio dehfm.

In generale in un circuito elettrico keequenze naturalsono tante quante sono le condizioni iniziali imeente
indipendenti che possono essere assegnate altgjrouvero sono pari alla molteplicita del polin@ntiaratteristico che
si ottiene dal sistema, ovvero ancora all'ordineaainplessita del circuito.

Questo potrebbe indurre a pensare che le frequesizeali siano tante quanti sono gli elementi reiafiresenti nel
circuito, questo non e vero poichéclendizioni iniziali devono essere linearmente irtigenti ad esempio, le correnti
nei tre induttori di figura 26 sono legate dall'@gione al nodo; allo stesso modo le tensioni suileasatori rappresentati
nella stessa figura sono legate dall’equazionenadiglia.

Figura 26 — Nodo (insieme di taglio) costituito aauttori e maglia di condensatori.
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Con riferimento al nodo in cui convergono solo itidt, possiamo scrivere:
i,(0)+i,(0)+i,(0)=0 (4.5)

da cui si nota che le tre condizioni iniziali noans linearmente indipendenti, non possiamo scegliexfatti,
arbitrariamente tre condizioni iniziali per gli iaori, ma solo due perché la terza & data dal&).(€on riferimento poi
alla maglia costituita da soli condensatori, sefino:

Vcl (O) + Vc2 (0) + VcS (0) + Vc4 (O) = O (4-6)

Quindi anche in questo caso le quattro condiziorziali non sono linearmente indipendenti, non Eose® scegliere,
infatti, arbitrariamente quattro condizioni inidipkr i condensatori, ma solo tre perché la quadata dalla (4.6).

Riassumendo abbiamo quindi che il numero di fregaeraturali, cioé I'ordine di un circuito dinamjzassivo é dato da
nN=rg-n- n

dove

ng € il numero degli elementi reattivi

n. € il numero delle maglie di soli condensatorie o generatodipendenti di tensione

n_ € il numero degli insiemi di taglio (nod) di soli induttori & o geratori indipendenti di corrente
Per esemplificare quanto detto, consideriamo duifo di figura 27:

Figura 27

Scriviamo I'equazione alla magliEC,C E:

E+v,-v,=0 4.7)
Si possono assegnare arbitrariamente le due condiziiziali in tensione sui condensatori? No, pérezioleremmo

'equazione appena scritta. Allora nonostanteaadbe componenti reattivi, il circuito deve essegeessariamente del
primo ordine; verifichiamolo. Con una LKC al nodod&lla rete abbiamo:

Va o 9%
1

R dt

+C, d(;étz = (4.8)
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Dalla (4.7) otteniamo:

v,=-E+Vv, da cui%: m%
Sostituendo nella (4.8), si ha:
Va o Mo Mg
R dt dt
Da cui:
v, dv,
4 (C +C. )=/ =0 4.9
2 H(GHC) (4.9)

La (4.9) e un’equazione differenziale del primoinednellincognitaV,, , per cui il circuito € del primo ordine e non del
secondo come si potrebbe ritenere, a prima vistaaniera errata e superficiale.

Passiamo al caso defieequenze naturali nullequeste sono presenti laddove ci sia un andamestarte diverso da
zero di una qualsiasi grandezza elettrica in gimglacircuito considerato.

Se esiste quindi una frequenza nulla, allora [aosta a ingresso nullo pud contenere un terminictss

E chiaro che fisicamente cid pud accadere in deg ca

1. Presenza di unmaglia di soli induttori

Scriviamo I'equazione alla maglia fissando cioe il senso di percorrenza orario, ahbia
Questa equazione ¢ verificata solo se:

Cioé

La variabile di rete che interessa & la correnteniinduttore e l'induttore & in una maglia di dotiuttori.
Poiché tutti gli induttori sono ideali, puo fluireella maglia una corrente costante | ed ai mordetiii induttori non ci

dl
sara nessuna tensiorie,d—t =0.
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2. Presenza di umsieme di taglio di soli condensatori

\\\\ C 2

Scriviamo I'equazione al nodo in cui insistono hdensatori:

Cioe:
Questa equazione ¢ verificata solo se:
Cioé

La variabile di rete che interessa & la tensiomaasetti di un condensatore e il condensatoreud iimsieme di taglio di
soli condensatori.
Poiché tutti i condensatori sono ideali, puo esist# morsetti di ciascun condensatore una tensios@ante e, quindi,

dv
attraverso essi non fluira alcuna corrente poiéhédTC =0

Il caso generico € riportato in figura 28:

Figura 28 - Nodo (insieme di taglio) costituito dandensatori e maglia di induttori.

In conclusione si ha che il numerofdiquenze naturali diverse da zegopari al numero di elementi reattivi meno |l
numero di nodi formati da elementi induttivi e/angeatori indipendenti di corrente, meno il numermdglie costituite
da condensatori e/o generatori indipendenti diitergs mentre il numero drequenze naturali uguali a ze® pari al
numero delle maglie formate da induttori piu il renm degli insiemi di taglio formati da condensatori
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5 Analisi nel dominio della variabile S (Laplace)

Abbiamo visto che per studiare il comportamentegime permanente di un circuito RLC, & possibilézaare il calcolo
simbolico, che ci permette di ricondurre I'equazdntegro differenziale, rappresentativa dell’eifpuid elettrico del
circuito, ad un’equazione algebrica, la stessa pogaessere fatta per lo studio dei transitorgttamento mediante il
quale cio € possibile é teasformata di Laplace

La legge di trasformazione secondo Laplace ¢ espialla relazione

¥

F(s)= f(t)e* dt (5.1)
0
cons=a+ jw.
spesso si dice che e la L-trasformata di , cioé , 'operazione inversa é l'antitrasformazione,
guesta si indica coh™? siha quindi ed é espressa dalla relazione
a+jw est
f(t)=  F(s)—ds (5.2)
a- jw ij

Ricordiamo ora le principali proprieta in base ajiali si procede alla operazione di L-trasformaeio

L-trasformata di una costanteSe a € una costante si ha:

¥
L[a]=a et gt=2
. S

L-trasformata di una sommala L-trasformata di una somma € la somma delim&formate.

L f() = L[f(D)]

k

L-trasformata del prodotto per una costantea L-trasformata del prodotto di una funziorfe(t) per uno
scalareh & uguale al prodotto dello scalare per la L-tranfiia della funzione.

L[h f(§]=hL[ (9]

L-trasformata della derivatalLa L-trasformata della derivata di una funzionegéale al prodotto della variabile
complessaS per la L-trasformata della funzione data, menademmine costante uguale al limite a cui tende la

funzione, quandd tende a zero per valori positivi.

L

df (t .
% =sL[ f(§]- f(0")

L-trasformata dell'integrale La L-trasformata dell'integrale di una funzioneiguale alla L-trasformata della
funzione, divisa per la variabils.

L tf(t)dt :éL[f(t)]

0
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Vogliamo quindi trasformare I'equazione integrofeiiénziale (1) secondo Laplace, consideriamo fdezaso generale,
cioe il caso in cui le condizioni iniziale del diito non siano nulle, in tale situazione pertaat@4.1) diventa:

di 1°'. .
v- L— = idt v Ri
i C . (OF

0

(5.3)

Dove VC(O) e la tensione sul condensatore all’istante ingzi®rima di L-trasformare la (5.3) & comunque nesgs

ricordare che

L L% =sLI (9 - Li(0) (5.4)
Con i, (0) corrente che circola nell'induttore all'istantéziale, e che
t
L 1 idt :@ (5.5)
C, Cs
si ha pertanto che la trasformata della (5.3) adjui
. v.(0) 1
v(9- stigr Loy =2 L wg Ry 55)
che scritta in forma diversa diventa:
v+ Li0)- Y202 resir L g (5.7)

S Cs

Alla (5.7) é possibile allora associare un circudi@e essa rappresenta I'equilibrio elettrico @etuito mostrato in fig.

29

Figura 29 - Circuito L-trasformato.
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come é possibile notare gli induttori e i condeosadi trasformano nell'insieme di un generatordi en resistore, per
stabilire il verso che devono avere tali generaganecessario ricordare che questi devono tenderangenere lo stato
iniziale, per comprendere meglio quanto detto le di@re un’occhiata agli esempi illustrati in f&f).

Figura 30

Supponiamo adesso che le condizioni iniziali siaunlte, cioé chev, (0) =i, (0) = 0, in tale situazione la (5.7) diventa:

V(9= R+ s+~ (3 (5.8)
Cs

1

la quantita R+ SL+C— e lafunzione di trasferimentgroprio per come essa é definita, infatti bastardare che
S

la funzione di trasferimento é la risposta all’ingmi(si ricordi che la trasformata dell'impulso)e di un sistema scarico.

Per analogia con la legge di Ohm tale quantitaggeélhnome di impedenza operazionale

Z(s :@ = R+ sL+i (5.9)
1(s) Cs

pertanto la (5.8) nella forme((S) = Z('9 K $ e dettdegge di Ohm operazionale

Ovviamente, una volta trovata la corrente €& necessario antitrasformare per trovare I'esimesgella corrente nel
dominio del tempo, questo non sempre risulta semplicausa della presenza della trasformata aeflarite spesso non
facilmente antitrasformabile.

In tutti i casi, antitrasformando, si ottengonddue componenti transitorie e tutte le compondntegime, soltanto che
a differenza del caso visto prima (dominio del tejnim cui si distinguevano sia le componenti treorg relative alla
risposta a ingresso nullo, sia quelle relative dlposta a stato zero, questa volta non € possltstinguere le componenti
transitorie dovute alla forzante da quelle doviite $tato iniziale.

E quindi ormai chiaro che questo modo di procedéiie grossi vantaggi, ma ne perde altri offerti ggmo metodo
visto, inoltre a volte, potrebbe risultare di diffe applicazione a causa della necessita di asfdrmare.
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6 Richiami sulla funzione di trasferimento

Supponiamo che un sistema sia sollecitato da uriarpazione rappresentata dalla funzione e che sia la risposta
che essodaad quando non é soggetto ad alcun’altra sollecitazighevvio pertanto che I'ipotesi assunta comporta
che il sistema sia inizialmente scarico

Siano le rispettive trasformate:

Chiameremo funzione di trasferimento del sistema, la funzione di variabile complesgaessa dal rapporto fra
e .

Con riferimento alla (5.9) abbiamo:

Come si rileva da questa espressione, e come feonafsi in generale, in virtu delle L-trasformale,funzione di
trasferimento di un sistema lineare & determinatdavocamente dalle caratteristiche proprie del siste ed é
indipendente dal tipo di perturbazione applicata.

Essa quindi costituisce un elemento caratterigtioprio del sistema, in base al quale & possileithid’e immediatamente
il suo comportamento allorché viene sollecitatauda perturbazione.

La funzione di trasferimento di un sistema line@rguscettibile di una interpretazione fisica pattiomente utile per il
calcolo della risposta ad una perturbazione praitang

Supponiamo infatti di applicare ad un sistemajstitlhte t=0, una perturbazione rappresentata fiaileone impulsiva
d(t) e consideriamo la relativa risposta del sistema.

Poiché, per quanto visto,$ ", la funzione di trasferimento del sistema risulta:

$

Vale a dire)a funzione di trasferimento di un sistema lineareincide con la L-trasformata della risposta atpulso
unitario applicato all'istante zero con sistemazigimente scarico.
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7 Evoluzione libera

Per owvviare alle difficoltd connesse all'antitrasf@zione, € possibile usare un terzo metodo ch@amattodo
dell’evoluzione liberache pero purtroppo non sempre puo essere appliofatti énecessario che il circuito ammetta
regime permanente sia prima, sia dopo il periogmsitorio.

In ogni istante siamo certi, grazie alle equazdirdontinuita relative agli induttori ed ai condatwri che tengono conto
dell'inerzialita degli induttori rispetto alla prap corrente e dei condensatori rispetto alla geofgnsione, che:

la corrente che circola nell'induttore (rispostaldgstema in corrente) € data dalla somma di unaagonente

transitoria e di una componente permanente relaVaegime seguente il transitorio (regime permaeen
finale), cio o, e o

la tensione ai morsetti del condensatore (rispaigibsistema in tensione) e data dalla somma diaamaponente

transitoria e di una componente permanente relafiVaegime seguente il transitorio (regime permateen
finale), cioe ( @

detto cio e possibile riscrivere I'equazione diffieziale rappresentativa dell’equilibrio elettrical dircuito

V- Lﬂ- v= Ri (6.1)
dt
nel seguente modo:
i di
v- LB B Ry Ry (6.2)

dt a ¢

e questa puo essere spezzata nelle due equazioni:

V- Ldin v.= Ri
TR 63
0- delll'_[t V= Rj

La prima equazione delle (6.3) & rappresentatiVaedgme permanente finale, e puo essere risolia aretodi noti (ad
esempio calcolo simbolico), la seconda equaziotie (83) € invece rappresentativa del regime itaris, ed é pertanto
necessario che la stessa sia L-trasformata, odlenensi il circuito di fig. 31, chiamatoircuito L-trasformato
dell’evoluzione libera

Figura 31 - Circuito L-trasformato dell’evoluziotigera.
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E 'equazione dell’equilibrio é:

Va(0), 1(5)

0=RI(s)+ sLI(9- L, (O = =+ =2

(6.4)

Il grosso vantaggio sta nel fatto che questa vaitavi & la presenza della forzante e quindi argformare lag  risulta
abbastanza agevole. E' necessario pero fare aitenzl fatto che questa voltg % %' e &

) y sono le componenti transitorie calcolate all'istaimiziale del transitorio, sono cioé i valoriatirrente e
di tensione che si hanno nei bipoli L e C nell'i&ain cui ha inizio il transitorio. Anche con gteemetodo non é possibile
perd distinguere le componenti transitorie dovula forzante da quelle dovute alle condizioni ialgi infatti
antitrasformando lg, , otteniamo tutte le componenti transitorie cher@ssano il sistema

In base a tali conclusioni, la risposta del cireyptid immaginarsi come la somma, istante per istatdlle risposte di
due circuiti ideali distinti nei quali pud pensasdibppiato il circuito reale

Il primo dei due, che chiamerenoircuito equivalente del regime permanentea un regime che coincide con quello
permanente finale del circuito reale. Ess@lentifica con il circuito reale nella sua coziine finale di funzionamento
e non é soggetto ad alcuna perturbazione

L’andamento (permanente) che in esso assumongaiegr@andezze costituiscedamponente permanentg ) della

risposta del circuito reale alla perturbazione.

Il secondo circuito, che chiamereroiocuito equivalente dell’evoluzione liberdha un comportamento che si identifica
con 'evoluzione libera del circuito reale. E$souna struttura che si deduce da quella finaleaileuito reale eliminando
tutte le sollecitazioni applicate dall’esterno es@mendovi invece le sollecitazioni costituite dglieesenza in esso,
all'istante dell'applicazione della perturbazione , della componente transitoria della corrente nalfuttanza
% % % € della componente transitoria della tensione allmature del condensatorgg )

)' .
L’andamento delle varie grandezze in tale circadstituisce la&aomponente transitoria,e )¢ della risposta del circuito
reale alla perturbazione.

La schematizzazione del fenomeno mediante lo sdapgito del circuito reale nei due circuiti ideadsdritti, mette in
evidenza che:

la componente permanente della risposta del cirauith € condizionata dai fenomeni transitori; essa
influenzata dalla carica energetica iniziale poatedal circuito all'inizio del transitorio e quinéindipendente
dall'istante di applicazione della perturbazione;

la componente transitoria della risposta € indigeel singolarmente da ciascuno dei due regimi peenta

(iniziale e finale) del circuito; essa dipende stéb divario esistente fra la carica energeticéerpasseduta dal
circuito all'istante di applicazione della perturine e quella che possiederebbe, nello stessudstse esso
assumesse istantaneamente il regime permanete.final
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In precedenza, risolvendo I'equazione differenzisédominio del tempo (utilizzando cioé il primaetado), abbiamo
trovato la legge di carica dell'induttore, vogliamedere adesso come sia possibile fare la stessautitizzando sia il
metodo della trasformata di Laplace (secondo metai® quello dell’evoluzione libera (terzo metodo)

Consideriamo il circuito di fig. 32

a) Circuito reale b) Circuito L-trasformato
Figura 32 — Carica di L.

scrivendo I'equazione alla maglia ERLE, si ottiene

E- Lﬂ: Ri
dt

che L-trasformata diventa:
E .
P sLI(9+ L i (0)= RI(9

vogliamo trovare I'espressione della corrente dicgadell'induttore e pertanto supponiamo che ladipioni iniziali
siano nulle, ovvero cheg, , Si ha quindi

E
E:(R+sL) (9® I(9= —L5- (6.5)
S R+ sL

guesta rappresenta quindi la risposta a statoezkilorelativo circuito € quello rappresentatoim 2; per trovare quindi
I'espressione istantanea della corrente € suffieiantitrasformare I'equazione (6.5).

Vediamo adesso come & possibile procedere, peteksa sistema, utilizzando il metodo dell’evolugolibera,
premettendo che in questo caso & possibile aplgigarché il circuito ammette regime permanentengrie dopo il
transitorio.

Abbiamo detto che é necessario conoscere i vadtld domponenti transitorie all'istante inizialper trovarli ricordando
che o, o o, Otteniamo

iLt (O):iL(O)'in 0) (6.6)
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Ricordando chey, € la corrente nel regime permanente successiyoirdi per * , abbiamo:

inoltre essendayla corrente nel regime permanente precedenteirdicqper + , si ha:
i, =0
a questo punto costruiamo la seguente tabella

+ *

y v %'

%'

%. v %' - -

L’equazione che quindi, in questo caso, va L-trasfda e:

- %: th
dt
per cui si ha:
Li, (0)=sLI (s)+ RL(9 =( R+ sl I( ¥ (6.7)

ed il circuito L-trasformato dell’evoluzione libeea

Figura 33 - Circuito L-trasformato dell’'evoluziotibera.

Dalla equazione (6.7) si ricava:

%&
&

che antitrasformata rappresenta la componenteitibeiasdella corrente. E evidente che antitrasfaenia relazione
ottenuta & molto piu semplice che antitrasformar@5), in conclusione per trovare 'andamentdedabrrente di carica,
ovviamente, alla componente transitoria ottenutadna sommare quella permanente scritta in tabella.
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8 L trasformata di un accoppiamento mutuo
Consideriamo un circuito del tipo mostrato in figy&vogliamo vedere come si L-trasforma.

Figura 34 - Circuito con accoppiamento induttivo.

Scriviamo innanzitutto le equazioni alle due maglie

di . di, .
Lt M —2=
% let dt Rk
di di )
- L —2_ M_l:
Vo Z dt dt Rl

L-trasformando si ottiene

Vi(9)- sk h(9+ Li(0) sML(g MiOF RI($
Vo(9)- sk L(9+ L0y sMi(g MiOF RIL($

il circuito che si ottiene & quindi quello rappnetsgo in fig. 35. Solitamente € comunque converisntivere le equazioni
in termini istantanei, e L-trasformare senza disegril circuito.

Figura 35 - Circuito L-trasformato di un accoppiane induttivo.

| Circuiti in Regime Transitorio Pagina 53 di 54



Sommario
Transitori

1 Funzioni singolari elementari o perturbaziorduiganee
2 Circuiti del primo ordine
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